analyse.  — Sur  lafonction  exponeniielle;  par  M.  Hermite. 

« I.  fitant  donn6  un  nombre  quelconque  de  quantites  numeriques 
ccn,  on  sait  qu’on  peut  en  approcher  simultanementpar  des frac- 
tions de  meme  denominateur,  de  telle  sorte  qu’on  ait 

a2 


lie  pouvant  depasser  une  limite  qui  depend  seulement  de  n. 
C’est,  comtne  on  voit,  une  extension  du  mode  d’approximation  resultant  de 
la  theorie  des  fractions  continues,  qui  correspondrait  au  cas  le  plus  simple 
de  n — i . Or  on  peut  se  proposer  une  generalisation  semblable  de  la  theorie 
des  fractions  continues  algebriques,  en  cherchant  les  expressions  appro- 
cheesde  n fonctions,  cp,  [x),  f,(x),...,  f„(x)  par  des  fractions  rationnelles 


®,(x)  <5>,[x) 


<i>(z)  7 ' ' ${&)  ’ mail^re  <Iue  les  developpements  en  serie  suivant 

les  puissances  croissantes  de  la  variable  coincident  jusqu’a  une  puissance 
determinee  xM.  Voici  d’abord  a cet  egard  un  premier  resultat  qui  s’offre 
immediatement.  Supposons  que  les  fonctions  <p,  (x),  <p2(x),,..,  <p„(x)  soient 
toutes  developpables  en  series  de  la  forme  a -h  [3x  4-  yx3  4- .. . et  faisons 


$(x)  — A.x'n-h  Bxm~'  -+- . . . -+-  Kx  -t-  L. 


( '9  ) 

On  pourra  en  general  disposer  des  coefficients  A,  B,...,  L de  maniere  a 
annuler  dans  les  n produits  y,-(a?)$(a:),  les  lerrnes  en 

•f*»  etant  un  nombre  entier  arbitraire.  INous  poserons  ainsi  un  notnbre  d’e- 
quations  homogenes  de  premier  degre  egal  precisement  a p,-,  et  l’on  aura 

(pi(x)$(x)  — <S>i(x)  + n2x*l+*-h  . - 

sa,...  etant  des  constantes,  un  polynome  entier  de  degre  M — p{.. 

Or  cette  relation  donnant 

/ , <I>,  !x)  s,  xM+I  -+-  s,  xM+2  -f-  . . . 

?<(*)  = + jpj ■ 

on  voit  que  les  developpements  en  serie  de  la  fraction  rationnelie  et  de 
la  fonction  seront  en  effet  les  memes  jusqu’aux  termes  en  arM,  et,  comme 
le  nombre  total  des  conditions  posees  est  p,  p2  -f-  ...  -t-  an,  il  suffit 
d’assujettir  a la  seule  condition 


p,  -f-  p2  -+-  ...  •+-  ft„  — in, 


les  entiers  p,- restes  jusqu’ici  absolutncnt  arbitraires.  G’est  cette  considera- 
tion si  simple  qui  a servi  de  point  de  depart  a I’etude  de  la  fonction  expo- 
nentielle  que  je  vais  exposer,  me  proposant  d’en  faire  i’application  aux 
quantites  ft(x)  ~eax,  f2(x)  = ebx,...,  (prl(x)  = ehx . 

» II.  Soit  pour  abreger  M — rn  — p j je  compose  avec  les  constantes 
a,  b h,  le  polynome 

F(z)  = z!‘(a  — a}’-i(z  — b}’-.  . . (z  — 

de  degre  p ■+ - p,  p„  = M,  et  j’en visage  les  n integrates  definies 

jT  e-zx  F ( z)  dz,  jT  tr**  F (z)dz,...,  jfV**  F (z)  dz , 


qu’il  est  facile  d’obtenir  sous  forme  explicite.  Faisant,  en  effet. 


F'(») 

x2 


...  4- 


FW(z) 

XM  + ‘ 


1 


nous  aurons 


3.. 
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et,  par  consequent, 

J e~zx  F(s)  dz  — §(o)  — e~axS(a),  j e~zxF(z)dz  = #(o)  — e~bx8(b)} 


Or  1’expression  de  #(z)  donne  immediatement,  sous  forme  de  polynomes 
ordonnes  suivant  les  puissances  croissantes  de  les  diverses  quantites  f(o), 
§{a),  $(b), . . , , et  si  l’on  observe  qu’on  a 

F(o)  = o,  F'(o), Flti_,)(o)  = o, 
puis  successivement 

F(«)  — o,  F'(fl)  •=  o, . . . , F('‘“,)(a}=  o, 

F(6)  = o,  F'(b)  = o,. . . , = o, 


nous  en  conclurons  les  resultats  suivants  : 


oil  le  polynome  entier  <l?(.r)  est  du  degre  M — ft  = m,  et  les  autres  (x), 
$a(a?),...,  $„(x),  des  degres  M — ft,,  M — fta,...,  M — p.„.  Gela  pose,  nous 
ecrirons 

eax<F{x)  — 4>,  (x)  — xu+,eax  f e~zxF{z ) dz } 

Jo 

ebx<F{x)  — $a(a?)  = xil+Iebx  j e~zxF (z)  dz, 


ehx$(x)  — $„(x)  = xil+1ekx  f e"zxF(z)dz, 

Jo 

or  les  integrates  defmies  se  developpant  en  series  de  la  form  e a- fix  4-  yx2 + . . 
on  voit  que  les  conditions  precedemment  posees  comme  definitions  du  nou- 
veau mode  d’approxiination  des  fonctions  se  trouvent  entierement  remplies. 
Nous  avons  ainsi  obtenu,  dans  toute  sa  generality,  le  systeme  des  fractions 

rationnelles  iffy’  representant  les  fonctions  eax,  ebx,..., 

ehx,  aux  termes  pres  de  l’ordre  xa+I. 

» 111.  Soit,  comme  application,  n = i,  et  supposons  de  plus  ft  = ft,  = m, 
ce  qui  donnera  M = am,  F (s)  = zm(z  - i),re;  les  derivees  de  F(z)  pour  2 = o 
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se  tirent  sur-le-champ  du  developpement  par  la  forraule  du  binome 

F(z)  = z2m  - -z2m-'  4-  m(-m  ~l}  a2'"-2  — ...+  {—  jV» zm 
i 1.2  \ > ’ 

et  Ton  obtient 

p(aM-A)(0)  m(m—i)...(m  — A-  + l),  >A 

1.2, 3...  2m- — k 1.2.3 . . .k  1/1  J 

d’oii,  par  suite, 

~~~~  3.  m =2w(2B  — i),..(m  + i)  — (w-i](sm-  a)...(m  -h  i ) ™ x 

+ ( 2 m — a)(a/«  — 3 ).-..(/»  -+- 1)  ~ 1 ■ a?2  i)'re.rm. 

» Pour  avoir,  en  second  lieu,  les  valeurs  des  derivees  quand  on  suppose 
z = i , nous  poserons  z = i +•  h,  afin  de  developper  suivant  les  puissances 
de  h , le  polyndme  F(i  -+-  A)  — hm(h  + i)"\  Or  les  coefficients  precedemment 
obtenus  se  reproduisant,  sauf  le  signe,  on  voit  qu’on  aura 

(x)  = <£>(  — x). 

» Ces  resultats  conduisent  a introduire,  au  lieu  de$(a?)  et  les 

polynomes  H(x)  = — ^ II,  (x)  = dont  les  coefficients 

sont  des  nornbres  entiers;  on  aura  ainsi 


yVn-i-i  /»  l 

exn  (x)  - 11,  (x)  = — - exJ  e~zx  zm  (z  - i)'n  dz 

T2m+l  />  I 

= (-  0"  — z'"(r  - z)m dx, 

et  1’on  met  en  evidence  que  le  premier  membre  peut  devenir,  pour  une 
valeur  suffisainment  grande  de  in,  plus  petit  que  toute  quantite  donnee. 

Nous  savons  effectivement  que  le  facteur  — - a zero  pour  limite,  et 

il  en  est  de  meme  de  l’integrale ; or  la  quantite  zm{i  — z)  etant  toujours  in- 
ferieure  a son  maximum  (^j  qui  decroit  indefiniment  quand  m augmente. 
Il  resulte  de  la  qu’en  supposant  x un  nombre  entier,  l’exponentielle  ex  ne 
peut  avoir  une  valeur  commensurable;  car  si  Ton  fait  x — on  parvient, 
apres  avoir  chasse  le  denominateur,  a l’egalite 

bll  (x)  - aU t (x)  = (-  i)-  Jo  e«'-v  zm  ( i — z)m  dz, 
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dont  le  second  tnembre  pent  devenir  moindre  que  tonte  grandeur  donnee, 
et  sans  jamais  s’evanouir,  tandis  que  le  premier  est  un  noinbre  entier. 
Lambert,  a qui  Ton  doit  cette  proposition,  ainsi  que  la  seule  demonstra- 
tion jusqu’a  ce  jour  obtenue  de  l’irrationnalitedu  rapport  de  la  circonference 
an  diametre  et  de  son  carre,  a tire  ces  importants  resultats  de  la  fraction 
continue 

e* — e~~x  x 

ex  -+-  e~x  x2 


a laquelle  nous  parviendrons  plus  tard.  Laissant  entierement  de  cote  le  rap- 
port de  la  circonference  au  diametre,  je  vais  maintenant  tenter  d’aller  plus 
loin  a l’egard  du  nombre  e,  en  etablissant  l’impossibilite  d’une  relation 
de  la  forme 

N -t-  eaN<  + e6N2  + . . c/iN„=  o, 


h etantdes  nombres  entiers,  ainsi  que  les  coefficients  N,  Nf N„. 

« IY.  Je  considere  a cet  effet,  parmi  les  divers  systemes  de  fractions  ra- 

tionnelles  ce^u‘  qu’on  obtient  lorsqu’on  suppose 

[X  = /x,  ==...=  j a„,  ce  qui  donne 

in  = np.,  M = ( n -t-  i ) p et  F ( z)  =fv‘  ( z), 

en  faisant  / [z)  = z (z  — a)  (z  — b),  .. , (z  — It).  Soit  alors,  cornme  tout 
ii  l’beure, 


II  (x)  = 


<t>  ( x) 

1.2.3. . . p' 


n,(.r)  = 


C)'|  (x) 

l . 2.3 . . 


n „{#) 


I . 2 . 3 ...  ft’ 


ces  nouveaux  polynomes  auront  encore,  pour  leurs  coefficients,  des 
nombres  entiers,  et  conduiront  aux  relations  suivantes  : 

eaxll  (x)  — O,  (a?)  = £o , 
eixn(x)-U2{x)  = e2, 

3 

0^0  (x)  — Url(x)  = £„, 

en  ecrivant,  pour  abreger. 


s.2 


fae-™V(z)dz  = dz, 

1.2,3..  V > J0  1.2.3.  ..p 

I .2.3.  . .ft 


iM+i  „bx  fb  r'b 

e”"F(2)‘,2=X  ^ 
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» Cela  pose,  j’observe  en  premier  lieu  que  e,,  s2,...  deviennent,  pour  une 
valeur  snffisamment  grande  de  p,  plus  petits  que  toute  quantite  donnee; 
ca.r,  le  polynome  j(z)  ne  depassant  jamais  une  certaine  limite  \ dans  Tin- 

tervalle  pareouru  par  la  variable,  le  facteur  ■ ^ J > qui  multiplie 

1 exponentielle  sous  le  signe  d’integration  est  constamment  inferieur  A la 
quantite  — - — qui  a zero  pour  limite. 

» Je  suppose  maintenant  sc  = i dans  les  equations  (A),  et  designartt 
alors  par  P,-  la  valeur  correspondante  de  11,(0;)  qui  sera  un  nombre  entier 
dans  1’hypothese  admise  a l’egard  de  «,  b,...,  h,  elles  deviendront 


eaV  — P,  = s,, 
e6P  — P2  = £a, 

ehV  — P„  = s„, 

et  la  relation  suppose© 

N + eaN,  + e6N2  e"N„  = o 

donnera  facilement  ceile-ci  : 


NP  + N,  P,  -h...-f-N„P„  = - (N,  a,  + N2e2 

dont  le  premier  membre  est  essentiellement  entier,  le  second,  d’apres  ce 
qui  a ete  etabli  relativement  a etf  s2,...  pouvant,  lorsque  p augmente, 
devenir  plus  petit  que  toute  grandeur  donnee.  On  aura  done  necessaire- 
ment,  & partir  d’une  certaine  valeur  de  p et  pour  toutes  les  valenrs  plus 
grand  es, 

NP  4-  N,  P,  N„  P„  — o. 

» Supposons,  en  consequence,  que  p devenant  successivement  p -+-  r, 
p 4-  2,  > . . ■ , p 4-  n,  P,  se  change  en  P'  P" , . . . , P'"5,  on  aura  de  meme 

NP'  -t-  N(  P^  +...^N„P'„  = o, 

NP"  + N,  P"  + ...+  N„P"„  = o, 


NP<”>  -+-  N,  P)"1  -+- . . . + N„  P'"}  = o. 
Ces  relations  entrainent  la  condition  suivante  : 


P P,  ...  P„ 

f pj  ...  p; 

p"  p;  ...  p;; 


pt«t 


p)n) 


pC") 


= o. 
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En  prouvant  done  que  ce  determinant  est  different  de  zero,  on  demontrera 
] ’impossibility  de  la  relation  admise 

N + + esN2  + . . .+  e*N n = o. 

» J’observerai  dans  ce  but  qu’on  peut  substituer  aux  termes  d’une 
meme  ligne  horizontale  des  combinaisons  lineaires  semblables  pour  toutes 
ces  lignes,  et  que  j’indiquerai  en  considerant,  par  exemple,  la  premiere. 
Elle  consiste  a remplacer  respectivement  P,  P(,  P2,...,  P;!_f,  P«,  par 
P - e-“P,,  e~aP,  - e-4P2,..-,  e-*P— , - e~h  P„,  e-AP„;  il  est  alors  aise 
de  voir  que  si  Ton  multiplie  toutes  ces  quantiles  par  i . 2 . 3 . . . p,  elles  de- 
viennent  precisement  les  integrates 

a pb  P 00 

e~zP{z)dz,  / e~zf[i{z)  dz, ... , e~zfHz)dz , / e~zJ>(z)dz. 

J Ja  J g Jh 

» Maintenant  les  autres  lignes  se  deduisent  de  celle-la  par  le  change- 
ment  de  p.  en  p.  + 1 , p -t-  2, . . . , p -4-  n,  et  le  determinant  transforme  sur 
lequel  nous  allons  raisonner  est  le  suivant  : 


fo  e~zf*{z)dz, 

f e~zp{z)dz,..., 

f e~z f^{z)  dz, 
J a 

pb 

n>  co 

/ e~zfv-+'{z)dz, 
J 0 

/ [z)dz, . . 

J a 

J e~zfv-+'(z)dz, 

r ^ 

A CO 

/ e-zj  ( z)  dz, 

Jo 

/ e-*fv-+n  (z)  dz, . . ., 
J a 

/ e~zj  v*n(z)dz. 
J h 

f 


analyse.  — Sur  la  jonction  exponentielle  (suite);  par  M.  Hermite. 


» Y.  Nous  devons  supposer,  comme  on  l’a  vu  precedemment,  que  p 
est  ud  grand  nombre;  c’est  ce  qui  conduit  a determiner,  au  moyen  de  la 
belle  methode  donnee  par  Laplace  [De  l’ integration  par  approximation  des 
dijferentielles  qui  renferment  des  facteurs  eleves  a de  grandes  puissances  ( Theorie 
analytique  des  Probability,  p.  88)],  (’expression  asymptotique  des  integrates 

Jf*CL  s*b  /1QO 

e~zf*(z)dz,  / e~zf*[z)dz,...,  j e~zf*{z)dz, 

0 •/  a J h 


afin  d’en  conclure  pour  A une  valenr  approchee,  dont  le  rapport  a la 
valeur  exacte  soit  l’unite  pour  p infini.  Adinettant,  a cet  effet,  que  les 
nombres  entiers  a , b,...,  h soient  tous  positifs  et  ranges  par  ordre 
croissant  de  grandeur,  de  sorte  que,  dans  chaque  integrate,  la  fonction 
e~zj'v'{z ),  qui  s’annule  aux  limites,  ne  presente,  dans  l’intervalle,  qu’un 
seul  maximum,  je  considererai  en  premier  lieu  l’equation 


/’(*) 

f{*) 


i 


dont  dependent  tous  ces  maxima,  Or  on  sait  que  ses  racines  sont  reelles  et 
comprises,  la  premiere  zt  entre  zero  et  «,  la  seconde  z2  entre  a et  b , et 
ainsi  de  suite,  la  plus  grande  zn+,  etant  superieure  a h.  Envisagees  comme 
fonctions  de  p,  il  est  aise  de  voir  qu’elles  croissent  lorsque  p augmente, 
et  qu’en  designant  parp,  q,...,  s les  racines  de  l’equation  derivee f\z)  — o 

rangees  par  ordre  croissant  de  grandeur,  on  aura,  si  Ton  neglige 

'& 


z,  = 


l iifl 


, — q + - 

1 il 


et  en  dernier  lieu  zn+{  = [n  -f- 1 ) p -f- 


/(?) 

f* /'(*)’ 
b+.. 


~n  — s + 


L fW 


n -h  i 


une  approximation  plus 


grande  n’ etant  pas  alors  necessaire.  Cela  pose,  si  l’on  ecrit  pour  un  instant 


/(») 
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les  valeurs  cherchees  seront 


VtW'M r W,  v/ f '"'/'WfW ' ■ ■ . Vt 

mais  ces  quantites  se  simplifient  comme  on  va  le  voir. 

» Considerant  la  premiere  pour  fixer  les  idees,  j’observe  que  nous  avons 

z'-p  + ir(F? 

ou  p satisfait  a la  condition  f{p)  — o,  on  en  conclut/^,)  =/(p),  en  ne- 
gligeant  seulement  — • Par  consequent,  si  1’on  pose 

/W=/(/>)(i  + p + ^+...j, 

puis  d’une  maniere  analogue 


n-  £ 

F F2 


on  aura  d’abord 


?(z<) =?(/>)( 


et  l’on  en  tire  aisement 


/“(*,)?(*,)  =/“(/>)?«  (.+ 1 + £ +...). 

” Ainsi,  en  negligeant  seulement  des  quantites  infiniment  petites  par 
rapport  au  terme  conserve,  nous  pouvons  ecrire 

fV*p(z)dz  = sJ^L  e-rpip)  ?(p), 
et  l’on  aura  de  meme 

£e-*fP)dz  = \fEe-*p(q)?(q), 

* * ' * • 9 

j\-‘f>(z)dz=p  <,-/■>(,) 

nz o 

» Mais,  la  derniere  integrate  J i e~z_f^{z)dz  est  d’une  forme  analytiqne 

differente,  en  raison  de  la  valeur  zn+{  = (n  ■+■  i)  p qui  devient  infinie  avec  p. 
Pour  y parvenir,  je  developperai,  suivant  les  puissances  descendantes  de  la 


io.« 


variable,  I’expression 
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\j[n  -+-  i) 


log 


\j  n -+- 1 


log[e-'/i1(z)^(z)], 

en  negligeant  les  termes  en  ce  qui  permet  d’ecrire 

log/(z)=  («  4-  0 logz,  log?z=log 
et,  par  suite, 

log [e-zpl{z)'p{z)]  = {n[j.  4-  p 4-  i) logz  z - |log (n  4- 1). 

» Apres  avoir  substitue  la  valeur  de  zn+t,  une  reduction  facile  nous  don- 
nera,  en  faisant,  pour  abreger, 

0(p)  = (up  4-  p 4- 1)  log  (n  -t-  i)p  - (n  4-  i)p  — |log(n+  i), 
cette  expression  semblable  a celle  des  integrates  euleriennes  de  premiere 
espece  . — 

Maintenant  on  va  voir  comment  les  resultats  ainsi  obtenus  conduisent  ai- 
sement  a la  valeur  du  determinant  A. 

» VI.  J’effectuerai  d’abord  une  premiere  simplification  en  supprimant, 

dans  les  termes  de  la  hgne  horizontale  de  rang  ?,  le  facteur  R ^7’  Pu*s 

une  seconde,  en  divisant  tous  les  termes  d’une  meme  colonne  verticale  par 
le  premier  d*entre  eux.  Le  nouveau  determinant  ainsi  ofotenu^  si  1 on  fait^ 

pour  abreger,  p =/(f)>  Q=/(, s = /(,)', 

sera  evict  eminent 

i i i i 

P Q g g8((l-H)  — ()((<■) 

p2  Q2  g2  g8((M-S)-B(|l) 


p«  Qn  g« 


p8((i+«)-9(|i) 


» Or  on  voit  que  p ne  figure  plus  que  dans  une  colonne,  dont  les  termes 
croissent  d’une  telle  maniere  que  le  dernier  est  infiniment  plus 

grand  que  tous  les  autres.  Nous  avons  en  effet 

0(p  4-  0 = 0([J.)  4-  I0'(p)  4-  4-  • 

= 0(p)  4-  i 4 (n  + i)  log  (n  4-  i)  p]  4-  *-  (~  p 


/ J, 

« + l 

1 

\ P2 

r 

p 

et  par  consequent,  si  Ton  neglige 
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9 


d’ou 


Q(p  4-  i)  — d(p.)  ==  i(«  4-  r)  logfrc  4-  i)  p , 

e8(n+i)— 8{g_  [(B+,)n]iM( 


En  ne  conservant  done  dans  le  determinant  que  le  terme  en  p de  l’ordre 
le  plus  eleve,  il  se  reduit  simplement  a cette  expression 


i i i 


[(/t  4-  i)/x]"(”+,) 


P 

P2 


Q s 

Q2  S2 


p«—  1 Qra—  i grc— J 


» Il  en  resulte  qu’on  ne  peut,  en  genera!,  admettre  que  le  determinant 
propose  A s’annule,  car  les  quantites  P = /’(/?),  Q =f(q),...,  functions 
entieres  semblables  des  racines  p , 5,...,  de  Pequation  derivee  f'(x)  — o 
seront  comme  ces  racines  differentes  enti’e  elles.  C’est  ce  qu’il  fallait  eta- 
blir  pour  demontrer  l’impossibilite  de  toute  relation  de  la  forme 

N 4-  eaN,  4-  eAN24-...4-  o. 


et  arriver  ainsi  a prouver  que  le  nombre  e ne  peut  elre  racine  d’une  Equation 
alqdbrique  de  degre  queleonque  a coefficients  entiers. 

» Mais  une  autre  voie  conduira  k une  seconde  demonstration  plus  rigou- 
reuse ; on  peut  en  effet,  comme  on  va  le  voir,  etendre  aux  fractions  ration- 
nelles 

(*)  O,  jx)  ' ' ' <I>„  ( x) 

<I>  (.r)  ’ <J>  (x)  5 ’ <E>  (x) 

le  mode  de  formation  des  reduites  donne  par  la  theorie  des  fractions  conti- 
nues, et  par  lamettre  plus  completement  en  evidence  le  caractere  arithme- 
tique  d’une  irrationnelle  non  algebrique.  Dans  cet  ordre  d’idees,  M.  Liou- 
ville  a deja  obtenu  un  theoreme  remarquable  qui  est  l’objet  de  son  travail 
intitule  : Sur  des  classes  tres-etendues  de  quantites  donl  la  valeur  nest  ni  algd- 
brique,  ni  meme  reducible  d des  irraiionnelles  algebriques  (*),  et  je  rappellerai 
aussi  que  l’iHustre  geometre  a demontre  le  premier  la  proposition  qui  est 
le  sujet  de  ces  recherches  pour  les  cas  de  l’equation  du  second  degre  et  de 


(*)  Comptes  rendus,  t.  XVIII,  p.  883  et  910. 
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l’equatiou  bicarree  [ Journal  de  Math e rn atiques  ( Note  sur  l’ irrationnalitd  du 
nombre  e , t.  V,  p.  192)].  Sous  le  point  de  vne  auquel  je  me  suis  place, 
voici  la  premiere  proposition  a etablir. 

» VII.  Soient  : F(z),  F,(z),...,  F„+,(z)  les  polynbmes  deduits  de  I’ex- 
pression 

zt'-fz  — aY'{z — by*...  (z  — , 


lorsqu’on  attribue  aux  exposants  p,  p,,...,  pn,  n -+-  2 systemes  differents 

de  valeurs  entieres  et  positives.  En  representant,  en  general,  par  les 

fractions  convergentes  vers  les  exponentielles,  qui  correspondent  a l’un 
quelconque  d’entre  eux  FA(z),  on  pourra  toujours  determiner  les  quan- 
tity A,  B,  C,...,  L par  les  equations  suivantes  : 


A$  (x)  + B$'  (x)  -f-  C$2  (a?)  -+-. . .+  L<3>"+,(x)  = o, 
A$,(x)  + B<I>l(x)  + C3>2(x)  +...+  L$f1(x)=o, 


A$„(x)  + B^1  (.r)  + C$2(x)  + ...  + L$;+1(ar)  = o. 


Mais,  au  lieu  de  conclure  de  telles  relations  des  polynomes  (x)  supposes 
connus,  notre  objet  est  de  les  obtenir  directement  et  a priori;  je  vais  eta- 
blir pour  cela  qu’il  existe,  entre  les  integrates  indefinies 

Je~zxF(z)dz,  j e~zxFt(z)dz,...,  Je~zxFn+l  (z)  dz. 

une  Equation  de  la  forme 


&,  j'e~zxF(z)  dz-h'foj' e~zx F,  (z)rfz  + ...-f-  e~zxF„+l  (z)  dz  = e~zx@(z), 


les  coefficients  «A,,  , ^ 6tant  independants  de  z,  et  0(z)  un  polynome 

entier  divisible  par_/(z).  Si  l’on  fait,  eu  effet. 


on  aura 

xj e~zxF(z)dz  -t-  '£>J e~zxF,  (z)  dz  ^Je~zx F„+,  (z) dz 

— — e~ZX  [Xl(s)  -4-  lB>£<(z)  ffjtn+i  { z)], 


et  il  est  clair  que  les  rapports  — > —,•••>  ^ pourront  etre  determines,  et 
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d une  seule  maniere,  par  la  condition  supposee  qne  le  polynome 

0(z)  = — [x#(z)  4-  (z)  4L^«+,(z)] 

contienne  comme  facteur  f[z)  — z[z  — a)(z  — b)...  (z  — h ).  Nous  conclu- 
rons  de  la  en  prenant  les  integrates  entre  les  limites  z — o etz  — a, 
par  exemple 

<A>  f e~zx  F(z)  dz  4-  ifo  f e~zxFi  ( z)dz  4-. -.4-  £ f e~zx  F«+i  (z)  dz  = o. 

J o Jo  Jo 

» Maintenant  les  relations 


eor<l>  (#)  — <I>,  ( jc ) 

qOx  M+l 

e“*0'  (.t)  — OJ  (x) 


donneront,  en  egalant  separement  a zero,  le  terme  algebrique  et  le  coeffi- 
cient de  l’exponentielle  eax,  si  Ton  fait,  pour  abreger, 


A 


eAu  -jj  1)1) 


L = 


-c 

,£Mu+i  -+•  * 5 


les  egalites  suivantes  : 

A$(x)  + +...+ — o, 

A$j(x)  4-  B$‘(x)  4- ....  4-  L$"+,(x)  = o. 

» Or  on  aura  de  uieme,  en  prenant  pour  limites  superieures  des  inte- 
grales z = b,  c,...,  k, 

A$,(jc)  4-  B$‘  {x)  +...4-  L^^ar)  = 


A$„(x)  4-  B$;(x)  4-... 4-  (a?)  = o, 


et  il  est  aise  de  voir  que  les  coefficients  A,  B,...,  L pourront  etre  supposes 
des  polynomes  entiers  en  x.  L’integrale  j e~zx z'n  (z  — i )mdz,  qui  figure 
dans  la  relation  precedemment  consideree  (p.  21), 

^*2Mi4-l  y^x  /*  1 

exU{x)  — Hl{x)  = jo  e-**zm(z-ty»dz, 


nous  servira  d’abord  d’exemple.  » 


analyse.  — Sur  la  fonction  exponentielle ; par  M.  Hermite. 

» VIII.  Dans  ce  cas  facile,  ou  l’on  a simplement 

/(*)  = *(*  - 0» 

je  partirai,  en  snpposant 

0(z)  = xfm+'(z)  -H  (to  -+- 
de  l'identite  suivante : 

^ =e“*:c[®,(z)  ~ 

__  e-zx  [_ xzfm+\  ^ -f-  (rn  -+-  i )fm(z)f"(z)  -f-  m(m  4-1 )fm  ' f2  (z)], 
et  j’observerai  que 

f*(z)  = 422  - liZ  4-  I = 4 /(*)  H-  I,  /'(*)  = 2, 
ce  qui  permet  de  l’ecrire  ainsi  : 

d\e  “8W1  __  e-zx  j-  — xz  jm+\  4.  (2  TO -+-  I ) (2  TO-+-  2) l/m(z)  TO (/72  + i),/ (z)j  . 

Nous  aurons  done,  en  integrant, 

e-xa-@(2)  _ — xiJe~xxfm^' (z)dz  -t-  (am-t-i)  (2m  -i-  2)  j'e~*xfm(z)dz 

-\-m(m-hi)Je~z*fm~,(z)dz, 

et  ensuite,  si  nous  prenons  pour  limites  z = o et  z — 1 , 

x1  f e~zx/m+'  (z)  dz  = (2  m -+-  )){2m  4-  2)  f e~zx  fm(z)dz 
Jo  Jo 

4-  tn(m  ~h  1)  f e~zx  fm~'  ( z)dz . 


Soil  mainteuant 


( 2*7  ) 


^2/rt-f-l  eX  pi 

«/  o 

et  cette  relation  deviendra 

£m-hl  — ( 4 m ■+*  2 j £m  -f-  XJ  . 

C est  le  resultat  auquel  nous  voulions  parvenir;  en  y supposant  successi- 
veinent  m^i,  2,  3,...,  les  equations  qu’on  en  tire 

f)  H|  X‘“ 

£;j  — I O -H-  JC  2 c,  , 
s.i  = l4Sj  ■+•  X2  £21 


donnent  aisement  la  fraction  continue 


*4  ‘ • 


et  il  suffit  d’employer  les  valeurs 

£0  = xex  f e~zxdz  = e?  — 1 , 

«/o 

g,  = x8ex  f e~zxz[z  — i)dz  — ex(a  — x)  — - 2 — x, 

Jo 

d’ou  Ton  conclut 


S,  C*  + I 

~ — 2 X, 

St  e*-— 1 ’ 


pour  retrouver,  sauf  le  changement  de  x en  le  resultat  de  Lambert  (*) 


X2 


10 


—7  ~r  • 

'4 


(*)  Memoire  sur  quelques  proprietes  remarquables  des  quantites  transcendantes  circu- 
laires  et  logarithmiques  ( Memoires  de  VAcademie  des  Sciences  de  Berlin,  annee  1761, 
p.  265).  Voir  aussi  la  Note  IV  des  Elements  de  Geometrie,  de  Legendre,  p.  288. 

3o.. 


raison - 
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» En  abordant  maintenant  ie  cas  general  et  me  proposant  d obtenir,  a 
l’egard  des  integrates  definies 

£ e-*fm{z)dz,  £erMfm(z)dz,...,  £ cr*fm{z)dz, 

un  algorilhuie  qui  permette  de  les  calculer  de  proehe  en  proche,  pom 
toutes  les  valeurs  du  nombre  entier  in,  j’introduirai,  afin  de  rendre  les  cal- 
culs  pills  symetriques,  les  modifications  suivantes  dans  les  notations  prece- 
deniment  admises.  Je  ferai 

f(z)  = (z  — Z0)(z  Z{)..\z  — zn), 

au  lieu  de  ,,  , 7X 

f(z)  — z(z  — rt)(z  — b)...(z  h ), 

de  maniere  a considerer  le  polynome  le  plus  general  de  degre  n + 1;  desi- 
gnant  ensuite  par  Z l’une  quelconque  des  quantites  z,,  z2,...,  z„,  je 
nerai  sur  l’integrale  ^ 

f J e~zf"‘(z)dz, 

qui  donnera  evidemment  toutes  celles  que  nous  avons  en  vue,  en  faisant 
z0  = o.  Cel  a etant,  voici  la  remarque  qui  m’a  ouvert  la  voie  et  conduit  a 
la  methode  que  je  vais  exposer. 

» IX.  En  integrant  les  deux  membres  de  la  relation  identique 

d{e-‘f'“(z\]  = (js)y '(*)  _/-(*)], 

dz 

on  obtient 

e-*f"'{z)  = m (*)/'(*)  dz- dz, 

et,  par  consequent, 

£e~z /m(z)  dz  — m£  e~zj,n~'  (z)/'(z)  dz, 


ou  encore 

iZ 


f e~zf  m (z)  dz  = in  J dz  -+-  m 

z0  z« 

d’apres  la  formule 


cL  try " 

X 7:3 


y"W 


dz  • 


/'(z)  _ 


1 


1 


1 
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» Or  ce  sont  ces  rtouvelles  integrates 


w,fe, 

Jza  * — Z0  X„  Z—  Z‘  X.  3~Z" 

qui  donnent  lieu  k un  systeme  de  relations  recurrentes  de  la  forme 

r*<~f^dz  = (oo) 

J,.  ' J:, 


I 


+ i»')/  ‘.'f  7=irrfz’ 

*/  ,S0  1 ^ *0 

z — z,  v z — a« 


■/'■w 


r/z- 


dz, 


X z-z„  v v*.  z 


-/•(*) 


+ (» * )/z  9??  + • • • + («")£ e"^?  ^ 


ou  les  coefficients  (i£),  ainsi  que  leur  determinant,  s’obtiennent  dune 
maniere  facile,  comme  nous  verrons. 

„ G’est  done  en  operant  sur  les  elements  au  noxnbre  de  « -t-  i , dans  les- 

/>z 

quels  a ete  decomposee  l’integrale  j erzfm{z)dz,  que  nous  parvenons  a 
sa  determination,  au  lieu  de  chercher,  comme  une  analogic  naturelle  au- 

Xz 

g-zfm+n+l  (z)dz,  au 

moyen  de 

f/je-*fn(z)dz,  fZe-zjm+'{z)dz,...,  fie-zfn+n{z)dz. 

J Z„  dz„  X, 

„ Mais,  soit  d’une  maniere  plus  generate,  pour  des  valeurs  entieres  quel- 
conques  des  exposants, 

F(z)  = (z  — z0)iA»(z—  — znfn\ 

en  integrant  les  deux  membres  de  l’identite 

f/[c-'F(z)l  __  e_z  rj. 


■'(*)- F(*) 


on  aura 


( a3o  ) 


d’ou, 


e3F(z)—  je~zF'(z)dz  — J'e~zF(z)az, 

J/»  Z r*  Z 

e~*F  (z)dz  — / e~zF  r(z)dz. 
z*  Jz„ 


» Maintenant,  la  formule 

F'{*)_  Po 


P< 


F(z)  z — z0  z — .z, 

donne  la  decomposition  suivante  : 


H.  +■■■+>.  s:m 

qui  conduira  pareillement  au  calcul  des  divers  termes  de  la  suite 

f e~zF(z)dz,  f e~zF(z)f{z)dz,...,  j e~zF (z)fls(z)dz-, 

J Za  J Z.  J zn 


effectivement,  les  Elements  de  decomposition  de  l’un  quelconque  d’entre 
eux  s’expriment  en  fonction  lineaire  des  quantites  semblables  qui  se  rap- 
portent  au.terme  precedent,  ainsi  qu’on  va  le  montrer. 


» X.  J’etablirai  pour  cela  qu’on  peut  toujours  determiner  deux  poly- 
nomes  entiers  de  degre  n,  0(z)  et  01  (z),  lels  qu’on  ait,  en  designant  par  £ 
l’une  des  racines  z0,  z,,...,  zn>  la  relation  suivante  : 


» En  effet,  si,  apres  avoir  diiferentie  les  deux  membres,  nous  multi- 
plions  par  lefacteur  il  vient 

7=h^z) = 0<  (*)  + [*  - ^]/(*)®(*) 


Or  fiz)  etant  divisible  par  z — le  premier  membre  de  cette  egalite  est 
un  polynome  entier  de  degre  2n- M;  le  second  est  du  rneme  degre,  d’apres 
la  supposition  admise  a legard  de  Q(z)  et  0,(z),  et,  puisque  chacun  de 
ces  polynomes  renferme  ainsi  n -f-  i coefficients  iudetermines,  on  a bien 
le  nombre  necessaire  egal  a m-\-  2 de  constantes  arbitraires  pour  effec- 
tuer  l’identification.  Ce  point  etabli,  j’observe  qu’en  supposant  z = zt,  la 
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fraction  rationneile 
ces  conditions 


F '(»)/(* 
F(z) 


a pour  valeur  pif'( z-,-);  on  a,  par  consequent, 


@i(2o)  — F-o/'(Zo)©(Zo), 

0,(s()  ~ p.,y,(z))©(zl), 

* * * * 5 

©<  (z„)  = p.„/'(z„)0(z„), 

qui  permettent,  par  la  formule  d’interpolation,  de  calculer  immediatement 
0(  (z),  lorsque  0(a)  sera  connu.  Nous  avons  de  cette  maniere,  en  effet, 
1 ’expression  suivante  : 

©.(z) ft  o9(z.)  ft,  ©(z.)  , ft..  Q(z») 


/(* 


■ Zo 


dont  nous  ferons  bientot  usage.  Pour  obtenir  main  tenant  0(z),  je  reprends 
la  relation  proposee,  en  divisant  les  deux  menibres  par 'j{z),  ce  qui  donne 


/(* 


+ i 


[■  “ ?$]  9(»>  - ®'W. 


*-?  /(*)  1 L‘  F(z) 

et  je  remarque  que,  la  fraction  n’ayant  pas  de  partie  entiere,  on  est 

amene  a cette  consequence,  que  le  polynome  cherche  doit  etre  tel  que  la 
partie  entiere  de  l’expression 


f(z) 

soiit  egale  au  quotient  C’est  ce  qui  conduit  aisement  & la  determina- 
tion de  0 (z),  Soit  d’abord,  a cet  effet, 

f(z)  = zn+ * p{  zn  -4-  p2zn-'  4-  pn+, , 

ce  qui  donnera 


f{z) 

z — £ 


' S 
Pi 


z n~'  + £2 

+ Pi  <3 

4-  pi 


■ 'C 

- Pi 

M"~2 


4-  pfn 


/(*) 
z — 5 


<7  n I >"  rrtt—i 


*3  1 


Z"-.1  + £,z"-2  *+  . . . -+-  £. 


ou  plutot 


( ) 


en  ^crivant,  pour  abreger, 

= 51  4-  />,  -+-  lh?~2  + • • . + Pi- 

Soit  encore 

0 (z)  = a„  z"  4-  a,  z"-'  4-  «2  z"~2  4-  a„, 


p/  f z V 

et  developpons  la  fonction  suivant  les  puissances  descendantes  de  h 


F (*) 

variable,  afin  d’obtenir  la  partie  entiere  du  produit  ^^0(z).  II  viend 
ainsi,  en  posant 

Si  = fJ-0  Zo  4-  f*,  -4-  a2zi,  4-  ...  4-  p.„z;'i7 


ra 


F'  (z)  _ 
F [z) 

et,  par  consequent, 


? 


F'(*) 

F (z) 


0(z)  = cc0s0 z”-i  4-  a,  s0 

+ a0J, 


z"-2  4-  a2  ,y0 


a,  s. 


4~  OCo  S 2 


Les  equations  en  a„,  a,,  a2, ...,  auxquelles  nous  sommes  amene  par 
l’identification,  sont  done 


x = ««, 

— ai  ®o(^«  "I- 

= a2  — «4  (^»  4-  n — i ) — «0  $ 4 , 

$3  = «3  — «a  (^o  4-  » — 2)  — a,  — a0  s2. 


» Elies  donnent 

ot0  = 1, 

ai  = £(  4- 

a 2 = £2  4-  (j0  ■+"  n — iso  + n ) (f.  4“  n — l)4- 

• * * J 

et  montrent  que  a0,  a,,  a2,...  sont  des  polynomes  en  £ ayant  pour  coeffi- 
cients des  fonctions  entieres  et  a coefficients  entiers  de  s0,  s{,  s2J...  et  par 
suite  des  racines  z0,  z,,...  z„.  On  voit  de  plus  que  «,•  est  un  polynome  de 
degre  i dans  lequel  le  coefficient  de  est  egal  a I’unite ; ainsi,  en  posant 
pour  plus  de  cl  arte 
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et  ecrivant  desormais  0(z,  ?)  au  lieu.de  0(z),  afin  de  mettre  ? en  evidence, 
nous  aurons 

0(z,  ?)  = z"  + 5,  (?)  z”~2  + S2  (?)  Z"-3  + .. . + 0n  (?). 

De  la  resulte,  pour  le  polynome  0,  (z),  la  formule 

®'(2)  F»®(Z0)  ?)  , , f4*  ® ( Z;t,  S ) . 

/•  I \ ' * i ~1  * • ♦ I » 

J \Z)  Z z -r-  Z I Z Zn 

et  Ton  en  tire  immediatement  le  resultat  que  nous  nous  sommes  propose 
d’obtenir.  II  suffit  en  effet  de  prendre  les  integrales  entre  les  limites  z0  et  Z 
dans  la  relation 


/~^rfs=  >ew, 

ce  qui  donne 

[*<r*mn*)dz= 

Js.  j2o  /(«) 

Jz,  Z ~ Z« 

+ (u,  0 ( Z| , ? ) ^ dz, 


-t-P.„0(z„,?) 

•/«,  — 2,1 

» Cost  surtout  dans  le  cas  ou  l’on  suppose 


p-o  = F-.  — •••  = p-«=  TO, 

que  nous  ferons  usage  de  cette  equation  5 si  1’on  fait  alors 

TO0  (Zi,  Z*)  = (/At) 

etqu’on  prenne  ? successivement  egal  a z0,  z,,...,  z„,  on  en  conclut,  comme 
on  voit,  les  relations  precedent) men t enoneees  qui  resultent  de  ce)le-ci 


pour  i = o,  1, 2,...,  «.  Je  resterai  encore  cependant  dans  le  cas  general 
pour  etablir  une  nouvelle  proposition.  » 

C.  R.,  1873,  Scmcstre.  (T.  LXX.VII,  K°  4.)  3l 


COMPTES  RENDUS 

DES  SEANCES 

DE  L’ACADfiMIE  DES  SCIENCES. 
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SEANCE  DU  LUNDI  4 AOUT  1875, 

PRESIDfiE  PAR  M.  BERTRAND. 


MEMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 

DES  MEMBRES  ET  DES  CORRESPONDANTS  DE  L’ACADEMIE. 


ANALYSE.  — Sur  lafonction  exponentielle ; par  M.  Hermite. 
« XI.  Soient  A et  u les  determinants 


®(*OI  z«) 

0(s(,2o)--- 

0(z«,  Zo) 

0(zo,  z{) 

0(z(,  z,)... 

©(*«,  *1) 

0(zo,z„) 

0(z,„  z,)... 

@(Z/n  Z») 

! i...  i 

Zg  Zf ...  Zn 


je  dis  qu’on  a 

A = w2. 

Effectivement,  l’expression  de  0(z,  ?)  sous  la  forme 

0 (z,  ?)  = -t- .9,  (?)  + 92  (?)  z-2  + „.+  e„  (?) 

C.  R.,  1873,  2«  Semestre.  (T.  LXXVII,  N°  B.) 
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montre  que  A est  le  produit  des  deux  determinants 


i i...  i 
Z0  Zl  • • . Zn 

7 2 -2 

Z0  zr Zn 


et 


1 2n 
« Z0 

z”... 

zn 

n • 

I 

i... 

I 

S,(2o) 

6. (2 „) 

^2  !vZo) 

62  (zt). . . 

62(z„) 

MZ<») 

Qn(z«) 

Mais  0,(£)  etant  un  polynome  en  £ du  degre  i seulement,  de  sorte  qu’on 
peut  faire 

^(S)-Si+rr,  + 4,'-8+(,.; 


ce  second  determinant,  d’apres  les  theoremes  cpnnus,  se  reduit  simple- 
ment  au  premier,  et  Ton  a bien,  comme  nous  voulions  l’&ablir, 


A = &>3 


» Cela  pose,  soient 


= rzhzf,'  e~zfmiz)c^z’> 

£* „ = - f 

1.2 


Z—Zi 


dz ; 


la  relation  etablie  p.  228 

f e~zfm{z)dz  -mf  dz  + m f'  dz  + .. 

Jz,  Jz„  z z»  Jz„  z~z' 

rZe~‘fm{z)  , 

-t-  m / — — — az 

Jzc  z~zn 

deviendra  plus  simplement 


et  celle-ci 


£>n  — S°m  -+-  e'm  -+-  . . • 4-  C ; 


rtzmdz+mSM  pea *u+... 

Z_  5 A,  Z_  M,  Z — 

+ /»0(z„,C)  f - —fife, 

«/0„  2 — z«t 


2 — Z, 
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en  supposant  successivement  £ = z„,  z,,  zn,  nous  doniiera  la  substitu- 
tion suivante  que  je  designerai  par  Sm,  a savoir 


4+,=  0(44o>4+-  ®(*h*o)s*-+-  4-©(z«<*o)4> 

4 + t = ®(Z«'Zl)6m+  0(Zl>Zl)£'«+  )4> 

7 

4 + l = B(Z0,2«)C  +■  B(Z|,Z«)4+  • +0(2„,2«)4- 

Si  l’on  compose  maintenant  de  proche  S,,  S3,  Sm_,,  on  en  deduira  les 

expressions  de  fm,  4,  . . . , 4 en  s°,  e%  ... , s",  que  je  representerai  ainsi  : 


4 — Aq2“-+-  Ajs|  -+-  ...  4-  A„s'', 
4=  b0£“+  b.£!+  ...  4-  B/js", 


7 


J0«r 


Iji  s*  4-  ...  -+-  L, 


£ 


I 7 


et  le  determinant  de  cette  nouvelle  substitution  etant  egal  au  produit  des 
determinants  des  substitutions  composantes  sera  Il  noUs  reste  en- 

core a remplacer  s°,  s',,..,  s"  par  leurs  valeurs  pour  avoir  les  expressions 
des  quantites  s^’sous  la  forme  appropriee  a notre  objet.  Ces  valeurs  s’ob- 
tiennent  facilement,  comtne  oil  va  voir. 


» XII.  J’applique  a cet  effet  la  formule  generate 

f er*F(z)tfz  = - e-M(s), 

en  supposant 


f(z; 


c’est-a-dire 


F(z)  -zn+'C 


__  Hi) 

Z — s’ 

z"-'  + £2 

+ Pi  ? 
4-  /J2 


Il  est  aise  de  voir  alors  que  #(z)  devient  une  expression  entiere  en  z et  £, 
entierement  semblable  a 0(z,  £),  de  sorte  que,  si  on  la  designe  par  <E*(z,  £), 
on  a 

<&(z,  ?)  = Z”~h9l  (?)*--*  + ®2(?)z«-2  4- ...  4-  ?„(£), 

#(§)  etant  un  pblynome  en  'C  dfe  degre  dans  tequel  le  coefficient  de  est 

38.. 
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l’unite.  Ainsi  Ton  obtient,  en  particulier, 

?i(S)  = S + Pi  + 

<P2(?)  = + (/>!  + « — 0?  + Pi  ■+-  («  — + »(«  ~ l)» 


et  l’analogie  de  forme  avec  0(z,  £)  montre  que  le  determinant 


®(*«i  Zo) 

®(*i»  z0)... 

z0) 

®(z0,  *.) 

$(z,,  z,)... 

®(z«  a,) 

$(*•,  z„) 

®(*l,  z„)... 

$(z„,  a*) 

est  encore  egal  a w2.  Cela  pose,  nous  tirons  de  la  relation 

S)  - e~z3>(Z,  ?), 

A.  ^ 

en  supposant  £ = z,-,  la  valeur  cherchee 

*#)  — <rz$(Z,  Zi). 

Or,  void  les  expressions  des  quantiles  e'm  qui  en  resultent. 
Soit 

X = A0$(Z,  z0)  + A,  $(Z,  zt)  + A„$(Z,  z„), 

ifo  = B0<t»(Z,  z0)  + B,$(Z,  z1)-k..+-B„3>(Z,  z„), 


•C.  = T'0$(Z,  z0)  ■+-  L,  3>(Z,  z,)  -K..+  L„$(Z,  z„), 

et  convenons  de  representer  par  x0,  les  valeurs  obtenues 

pour  Z = z0,  on  aura 

C=e~z°X0  — e~zx, 

4=  — e_zofl>, 


C = — e ztL- 

» Dans  ces  formules,  Z designe  l’une  quelconque  des  quantites  zt, 
z2,  maintenant  si  nous  voulons  mettre  en  evidence  le  resultat 

correspondant  a Z = zk,  nous  conviendrons  en  outre  de  representer, 
d’une  part,  par  xA,  et  de  l’autre,  yj*,  yjJ,...,  yj*  les  valeurs  que 

prennent,  dans  ce  cas,  les  coefficients  x,  £ et  les  quantites  s°m} 
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Ct,...,  inm.  On  obtientainsi  les  equations 

vil  — e~*°x0  — e~z*xk, 
■n\  = e~z°^0  — e~Zk^>k, 


yTt  = e^-C  o — 

qui  vont  nous  conduire  a la  seconde  demonstration  que  j’tu  annoncee  de 
l’impossibilite  d’une  relation  de  la  forme 

ez»N0  4-  ez'N,  4-. ..4-  ez'*lSI„  = o, 


les  exposants  z0 , z,,...,  z„  etant  supposes  entiers  ainsi  que  les  coefficients 
No  > N,  , . • N„. 


» XIII.  Je  dis  en  premier  lieu  que  peut  devenir  plus  petit  que  toute 
quantite  donnee,  pour  unevaleur  suffisamment  grande  de  m. Effectivement, 
l’exponentielle  e~z  etant  loujours  positive,  on  a,  comrne  on  sait, 

fZe-2F(z)dz  = F(%)  f VVz  = F(£)(e-z*-e-z), 

Jz0  ' Jza 

F(z)  etant  une  fonetion  quelconque,  et  | une  quantite  comprise  entre  les 
limites  z0  et  Z de  l’integrale.  Or,  en  supposant 


F(z)  = m 

V 1 7.  Zi 


on  aura  cette  expression 

4 = 


1.2.../??  — I ? — Zi  x ' 


qui  met  en  evidence  la  propriete  enoncee.  Cela  pose,  je  tire  des  equations 

vj,  = e~z°X0  — e~z>Xi , 

Y)l=  e_z°x0  — e~z*x2, 



— e~z°x0  — e-^'Xn, 

la  relation  suivante : 

-f-  c**y}£N24-  ...  ez”vj”W„ 

_ + e2*Na  4-  ...  4-  ez»N„)  jt,0 

— ( Jto,  Nj  4~  sJUoNa  4-  ...  4-  ) . 

Si  Ton  introduit  la  condition 

es«N0  4-  ez*N,  4-  ...  4-  ez“N„  — o, 


el  le  devient 
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ez*vj?N,  + ez"ol  N,  + + cz« v?° N„, 

— — (>A>d  ND  -H  »l>j  N,  -+-  •••  -+- 

» Or,  en  supposant  que  z0,  z,, . . .,  zn  soient  entiers,  il  en  est  de  meme 
des  quantites  ®{zif  z *),  ^(z,-,  zk),  et,  par  consequent,  de  oiloQ  j eJlo  | j • « « 9 ailo/j  * 
Nous  avdhs  done  ud  nombie  ettiier 

<^0  N0  + X,  N,  -4-  . . . -f-  rX>n  N„, 

qui  decroit  indefiniment  avec  yj ° , . . . vj"  , lorsque  m angmente ; il  en  re- 
suite que,  a partit”  d’tifte  eertaine  Valeiir  de  w,  et  pdur  tduiteS  ies  vhiedrs  plriS 
grandes,  on  aura 

A>0  N0  4-  <A>,  N4  eAu),  N„  =■  o, 

dt,  eotiitiid  oil  dbtient  pareilleiiient  ids  conditions 

i)i>o  N0  — t—  i 3N , H- . . . •+-  i)\>*  N„  = o, 


la  relation 


■to No  + t<  N,  -t- 1« N«  = o, 
e**N»  4-  eSlN)  e'"N„  = d 


a pour  consequence  que  le  determinant 

^*'0  <=&>  i 

£ „ ^0  ift>i 

• • • « « » 

to  t. 


Aft>« 

t« 


doit  necessaireinent  etre  nul.  Mais,  d’apres  les  expressions  des  quanti- 
tes a,a,  ift,*, . . . , t*»  A est  le  produit  de  ces  deux  autres  determinants 


A, 

A,  ... 

A„ 

Bo 

B,  ... 

B„ 

> 

U 

I 

U 

:-o) 

<D(z„  z0).. 

• <KS«i*o) 

$(*•»  *l) 

z,).. 

• *(*«,*,) 

$(*<>,  h) 

^D(z(,z„).. 
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dout  le  premier  a pour  valeur  et  le  second  w2.  On  a done 

A = wm,  et  il  est  ainsi  demontre,  d’une  maniere  entieremenl  rigoureuse, 
que  la  relation  supposee  est  impossible,  et  que,  par  suite,  le  nombre  e n’est 
point  compris  dans  les  irrationnelles  algebriques. 


» XIV.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  donner  quelques  exetnples  du  mode 
d approximation  des  quantiles  auqnel  nous  avonsele  conduit,  et  je conside- 
rerai  d abord  le  cas  le  plus  simple,  ou  l’on  ne  considere  que  la  seule  expo- 
nentielle  e*.  En  faisant  alors  f {z)  = z(z  — x),  nous  aurons 


Or  on  obtient  immediatement 


© ?)  Z ■+■  £ + 2J11  + I — Xy 


d’ou 

0(0,  o)  = 2 m + i — x,  Q(x,  o)  = 2 III  + I, 

0 (o,  x)  — 2 in  + I,  0 (x,  x)  = -2111  -+-  1 + X, 

et,  par  consequent,  ces  relations 


«»  + . = (2/«  + J — x)  C + (a/»  + i)  £„';, 

«i+i=  (a“  H-  i)£I  + (s'«  +t  ■+>  a:)ej,. 


» J’observerai  maintenant  qu’il  vient,  en  retranchant  membre  a 
membre, 

£L+i  — C+t  = pp  [C  + -I,  ] i 

de  sorte  que,  ayant 

5 ^0  , 1 

cm  • cm 

on  en  conclut 

c1  _ f«  _ -v., 

*in+\  1-1  ’ ^ c/«« 

Joignons  a cette  equation  la  suivante  : 


«+l  > 


_L_  e 


nous  en  deduirons  les  valeurs 
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t seM-t  Q Sm-H 

£/n+ 1 “ ’ C/«+l  " ^ 5 

et,  si  i’011  y change  m en  m — 1,  une  simple  substitution,  par  exemple, 
dans  la  relation 

Cm  = (2i»  + i-  a?)  4 + (am  + 1)  4, 
donnera  le  resultat  precedemment  obtenu  (p.  227), 

£,n  t- i =:  (4'W  2 ( 

» Soit,  en  second  lieu,  n = 2,  z0  = o,  z,  = 1,  z2  ~ 2,  d’ou 
/(z)  = z(z  - 1)  (z  - 2)  = z3-  3z2  + az,  on  trouvera 

© (z,  £)  = z2  + (£  — 1)  z -+-  (£  — i)2 4-  3m(z .-t- ^ + 1)  + 9m"’ 

et,  par  consequent, 

® (o,o)  = 9/n2-t-3/«  +1,  0(o,i)=9«!+  6m,  ®(o>a)  = g w’-t-  g/«-)-i, 

0(i,o)=9m,+6«  + i,  ®(i,i)  = 9/«J-t-  gm+i,  ©(i,2)  = 9to2h- i2m  4- 3, 
0(2,o)  = 9M3-t-9w-|-3,  0 (2,i)  = g;«J  + i2m  +- 4,  ®(2,2)=g/wJH-  i5ot  + 7* 

» En  particulier,  pour  m — 1,  nous  aurons 

4 = l3s“  -+-  I 6 £ J 4-  21  £2, 

= 1 5 e”  -+-  19s}  4- 25s2, 
a2  = 192^ -+-24  sj  -f-  3 1 sf ; 

d’ailleurs  il  vient  facilement 

<]>(Z,  ?)=Z2+(?-l)2  + (?-l)!, 

ce  qui  donne 

s®  = 1 — e_z(Z2  — Z-f- 1), 

*1=  — e_zZ2, 

s?  = x-e-z(Z24-Z  + i); 

on  en  conclut 

s®  = 34  — e_z  [5o  Z2  + 8Z  + 34], 
e‘  =4o  — e~7'  [59Z2+ioZ-f-4o], 

£|  = 5o  — e_z  [74Z24-i2ZH-5oJ. 
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De  la  resulte  que 

£t  = + z{  -i-s2  = 2 — e-z[3Z2-i-  2], 

s2  — e°  -+-£%  -+-s|  = 124  — e~z[i  83 Z2 -4-  3oZ  + r 24]  j 

et  si  l’on  fait  successivement  Z — 1,  Z — 2,  F expression  de  s,  fournit  les  va- 
leurs  approcliees 


et  Fexpression  de  s2  les  suivantes  : 


916 

124* 


ou  Ferreur  ne  porte  que  sur  les  dix-milliemes.  En  supposant  ensuite 
m — 11,  ee  qui  donnera 

£3  = 4 3 £3  -4-  49£2  -+-$’] e|, 

6j=/|8s2  + 55s‘Hr64s*, 

sj  = 55  s®  + 63a‘  + 75e^, 

nous  obtiendrons 


a®=:6272  — e~l\  9a5gZ2-)-i5i8Z4-6272], 
s*  = 7032  — e-7j[io38i  Z2+ 1 702  Z 4-7032], 

— 8 1 4o  — e~z  [ 1 20  i 7 Z2  + 1 970  Z -+-  8 1 4o] , 

d’oii 

£3  ~ a 1 444  — ^ — ^ (3  1 ^3 5 7 Z2  "E*  5 190 Z -4-  2 1 444); 

et,  par  suite, 

158291  2 1 58452 

^ 2! 444  5 ^ 2x444  ? 

Ferreur  portant  sur  les  dix-millioniemes.  » 


